
 

ثانيالموضوع ال

نقاط) 05( رین الأول :التم

المعرفة على المجال  fالعددیة  نعتبر الدالة 0;  : بـ 
1
2f x e x


 .

 fC تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم 

المتعامد و المتجانس  ; ;O i j . (الشكل المقابل ) ، 

متزایدة تماما على المجال  fبین أن الدالة  )1 0;

متزایدة تماما على المجال  fالدالة من البیان  0; 

لدینا كذلك :  
1
2

2
ef x

x



   ومن أجل كل عدد حقیقيx 

من المجال  0;  :  0f x   إذنf  متزایدة تماما
على المجال  0; . 

لتكن المتتالیة  )2 nu 2 بـ : *معرفة على ال
1u e  و من أجل كل عدد طبیعي غیر معدومn  1n nu f u  

الأولى للمتتالیة أنقل المنحنى المقابل ثم مثل الحدود الأربعة  )أ nu  الفواصل( دون على حامل محور
. حسابھا ) موضحا خطوط الإنشاء

 أنظر الشكل المقابل .

أعط تخمینا حول اتجاه تغیر المتتالیة  )ب nu . و تقاربھا
1لدینا من البیان  2 3 4u u u u    ومنھ nu . متناقصة تماما 

من المنحنى  4Mو  1M  ،2M  ،3Mالنقط  fC  1ذات الفواصلu  ،2u  ،3u  4وu  على الترتیب تتقارب
ھي نقطة تقاطع المنحنى  Aنحو نقطة ثابتة  fC  مع المستقیم ذي المعادلةy x  ومنھ nu  متقاربة نحو
 . Aفاصلة النقطة 

n  ،1برھن بالتراجع أنھ من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم  )3
nu

e
 .

1nمن أجل    2لدینا
1

1u e
e

   1ومنھ الخاصیة صحیحة من أجلn  

1نفرض أن 
nu

e
  1و نبرھن أن

1
nu

e  

لاحظ أن : 
1
2

1
1

n n nu e u u
e



   

1
1 1 1 1 1 1

n n n nu u u u
e e e ee e         1ومنھ الخاصیة صحیحة من أجلn 

n  ،1من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم إذن 
nu

e
  ونستنتج أن nu . محدودة من الأسفل 

أدرس اتجاه تغیر المتتالیة  أ) )4 nu .
2

2

1

1 1
1

1 1

n n n n

n n n n

n n n n

u u u u
eeu u u u

e u u u u
e e
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n  ،1من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم بما أنھ 
nu

e
  0فإنnu   0ومنھnu   1إذن 0n nu u

e
  

n  ،1من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم كذلك  0nu
e
    1ومنھ 0n nu u

e
   
 

إذن  
*

1, 0n nn u u     ومنھ nu . متناقصة تماما
برر تقارب المتتالیة  )ب nu . ثم أوجد نھایتھا

بما أن  nu  محدودة من الأسفل ومتناقصة تماما فھي متقاربة ، لإیجاد نھایتھا نحل المعادلة f x x 

  21 1 1 0f x x x x x x x x
e ee

         
 

0xومنھ     1أوx
e

  وبما أنھ*, 0nn u   

1xفإن 
e

  1ومنھlim nn
u

e
 

نعتبر المتتالیة  )5 nv  1 بـ : *المعرفة على ln
2n nv u  .

برھن أن  )أ nv  1متتالیة ھندسیة أساسھا
2

، یطلب تعیین حدھا الأول . 
1 1
2 2

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ln ln ln ln ln ln
2 2 2 2 2 2 2 2 4 2n n n n n nv u u e u e u u

 

  

   
              

   

1ومنھ 
1 1 1 1 1ln ln
4 2 2 2 2n n n nv u u v

      
 

ومنھ   nv  1متتالیة ھندسیة أساسھا
2

 . 

2حدھا الأول : 
1 1

1 1 3ln ln
2 2 2

v u e     

limأحسب ثم  nبدلالة  nuو  nv تيأكتب عبار )ب nn
u


. 

1
1

1
3 1 1. 3
2 2 2

n n
n

nv v q


         
   

2 11 6 1
2 1 221 1ln ln

2 2

n

n
n

v v
n n n n nv u u v u e e e

      
 

         
 

16 1
2

1lim 01 2lim lim  
11 1
2

n

n

n
nn n

u e
e

     

 

         
  

 

 المجموع التالي : nأحسب بدلالة  )6
1 2

1 1 1...
1 ln 1 ln 1 lnn

n

S
u u u

   
  

 .

لدینا 
16 1

* 2,
n

nn u e
   
     ومنھ* *1 1 2,1 ln 6 ,

2 1 ln 6

n n

n
n

n u n
u

          

إذن :  
1 2

1 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 1... ... 2 2 ... 2 .2
1 ln 1 ln 1 ln 6 6 6 6 6 2 1

n n
n

n
n

S
u u u

 
                  

 

ومنھ  1 2 1
3

n
nS  

نقاط) 04( ثاني :التمرین ال
أنشر العبارة  أ) )1  22 3 6 16n n n    معn .

  2 32 3 6 16 3 4 32n n n n n      
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33، یكون العدد  nاستنتج أنھ من أجل كل عدد طبیعي  )ب 4 32n n   2قابلا للقسمة علىn .
بما أن  33 4 32 2n n n k     23حیث 6 16k n n    وk  32فإن / 3 4 32n n n   

n  ،23بین أنھ من أجل كل عدد طبیعي  )2 6 16n n  . ھو عدد طبیعي غیر معدوم
156لدینا  0     2,3ومنھ 6 16 0n n n       23وبما أن 6 16n n    23فإن 6 16n n   عدد

 . طبیعي غیر معدوم
، تكون المساواة التالیة صحیحة : و    ،بین أنھ من أجل كل الأعداد الطبیعیة غیر المعدومة  أ) )3

   ; ;PGCD PGCD      . 
نضع  ;PGCD d    و ;PGCD d     

/لدینا 
/

d
d








/ومنھ  
/

d
d








d/بالطرح نجد     

/
/

d
d


 


 

و  قاسم مشترك للعددین  dومنھ     ومنھ فھو یقسم القاسم المشترك الأكبر لھما أي

/d d

/من جھة أخرى لدینا : 
/

d
d


 


  

/ومنھ  
/

d
d


 


  

d/بالطرح نجد :    

/
/

d
d





 

d/أي ومنھ فھو یقسم القاسم المشترك الأكبر لھما  و  قاسم مشترك للعددین  dومنھ   d  

/d d  و/d d  إذنd d  أي   ; ;PGCD PGCD      
n  ،استنتج أنھ من أجل عدد طبیعي  )ب   33 4 ; 2 32; 2PGCD n n n PGCD n    .

33بوضع :  4n n    ،2n    2و *3 6 16n n      : نجد
  2 32 3 6 16 3 4 32n n n n n         

ومنھ حسب ما سبق :    33 4 ; 2 32; 2PGCD n n n PGCD n    
. 32عین مجموعة القواسم الطبیعیة للعدد  أ) )4

1;2;4;8;16;32

التي یكون من أجلھا العدد  nمجموعة قیم العدد الطبیعي  استنتج )ب
33 4

2
n nA
n





طبیعیا . 

n  ،33لدینا من أجل عدد طبیعي  4n n  2وn  2عددان طبیعیان مع 0n  

حتى یكون العدد 
33 4

2
n nA
n





32یكفي :   / 3 4n n n   ومنھ 33 4 ; 2 2PGCD n n n n    

معناه كذلك :  32; 2 2PGCD n n    2ومنھ / 32n  322أيn D 

32 16 8 4 2 1 2n
30 14 6 2 0 1 

 مرفوض
n 

ومنھ  0;2;6;14;30n 
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نقاط) 04( التمرین الثالث :
 یحوي كیس على خمس كرات حمراء و ثلاث كرات بیضاء ، كل الكرات متماثلة ولا نمیز بینھا باللمس .

 نسحب عشوائیا من الكیس ثلاث كرات في آن واحد .

أحسب احتمال كل من الحدثین التالیین :  )1
Aت من نفس اللون"" الحصول على ثلاث كرا  ،B " الحصول على كرة بیضاء على الأقل "

 
3 3
5 3

3
8

11
56

C CP A
C


 

 
1 2 2 1 3
3 5 3 5 3

3
8

23
28

C C C C CP B
C

   
  

2nكرة سوداء حیث  nننزع من الكیس الكرات البیضاء ونضع مكانھا  )2   كرتین على  عبیسحب لا، ثم
التوالي دون إرجاع الكرة المسحوبة الأولى .

نقاط . ولیكن المتغیر  10نقاط وإذا سحب كرة حمراء یخسر 5إذا سحب اللاعب كرة سوداء یتحصل على 
 نقاط المحصل علیھا .الذي یرفق بكل سحب مجموع ال Xالعشوائي 

، ثم بین أن أملھ الریاضیاتي ھو  Xلـعرف قانون الاحتمال  )أ    
210 60 400

4 5
n nE X
n n
 


 

 .

 : Xتعیین القیم الممكنة لـ 

نقاط أما إذا سحب  5كرة سوداء فإنھ یخسر إذا سحب كرة حمراء ونقطة و 20كرتین حمراوین فإنھ یخسر 
نقاط ، ومنھ  10كرتین سوداوین فإنھ یربح  20; 5;10X    . 

5nعدد الكرات الإجمالي في الكیس ھو    2ومنھ عدد الحالات الممكنة للسحب ھو
5nA   

   
 

 
 

 
      

2
5

2
5

5!
20 3 ! 20 3 ! 202!20

5 ! 5 ! 5 4 3 ! 5 4
3 !

n

n nAP X
nA n n n n n n
n



 
      

      


   
 
 

  
1,1 1 1
2 5

2
5

5! !2
4! 1 ! 105

5 ! 5 4
3 !

n

n

n
nA A nP X

nA n n
n



 
  

    
  


   
 
 

 
  

2

2
5

!
2 ! 1

10
5 ! 5 4
4 !

n

n

n
n n nAP X
nA n n
n
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10 5 20 iX X 
 

  
1

5 4
n n

n n


 
   

10
5 4

n
n n 

   
20

5 4n n 
  iP X X 

ومنھ : 
           

 
  

 
     

2

120 1020 5 10
5 4 5 4 5 4

400 50 10 1 10 60 400
5 4 4 5

n nnE X
n n n n n n

n n n n n
n n n n


           


          

ما ھو أصغر عدد ممكن للكرات السوداء حتى تكون اللعبة مربحة . )ب

حتى تكون اللعبة مربحة یكفي :   0E X 

    
2

210 60 4000 0 10 60 400 0
4 5

n nE X n n
n n
 

      
 

لأن    4 5 0n n  

210یكفي حل المتراجحة  60 400 0x x    نجد   ; 4 10;x    

10nفإن  nوبما أن    11أصغر عدد ممكن للكرات السوداء حتى تكون اللعبة مربحة ھو ومنھ . 
 

نقاط) 07( التمرین الرابع :
I(  نعتبر الدالة العددیةg المعرفة على المجال 0;   : بـ  2 2 2lng x x x   .
أحسب  )1 

0
lim

x
g x


و  lim

x
g x


 .

  0
20

0

lim ln
lim  

lim 2 2
x

x
x

x
g x

x












   
 

 
2lim 0

2 lnlim lim 2  
lnlim 0

x

x x

x

x xg x x x
xx x

x



 



        
   



على المجال  gأدرس اتجاه تغیر الدالة  )2 0; . ثم شكل جدول تغیراتھا ،

   22 1x
g x

x


   2وإشارتھا من إشارة 1x   لأن 0;x  . 

 

تماما على المجال  متناقصة  gالدالة 
 0;1 ل ومتزایدة تماما على المجا 1; . 
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 جدول التغیرات :

 1 0 x 
+ -  g x 

   

3 
 g x

 

حدد إشارة  )3 g x  حسب قیمx  من المجال 0; .

ومنھ :  3تقبل قیمة حدیة صغرى ھي  gالدالة    0; , 3x g x     ومنھ   0; , 0x g x   

II(  لتكن الدالة العددیةf  المعرفة على المجال 0;  : بـ  2ln xf x x e
x

    .

 fC امد و متجانس في المستوي المنسوب إلى معلم  متعالبیاني  تمثیلھا ; ;O i j. 

أحسب  )1 
0

lim
x

f x


وفسر النتیجة ھندسیا ، ثم أحسب  lim
x

f x


.

  0
0 0

0

2lim2lim lim .ln  
lim ln

x
x x

x

xf x x e x
x x



 





 



        
  


ومنھ المنحنى  fC  یقبل مستقیما مقاربا مطابقا لحامل محور التراتیب بجوار . 

 lim
x

f x


  

من المجال  xبین أنھ من أجل كل عدد حقیقي  )2 0;  :   
2

g x
f x

x


  .

   2

2 2 2

2 2ln 2 2ln1
x x g xx xxf x

x x x

            
 
 

استنتج إشارة  )3 f x ه تغیر الدالة ، ثم أدرس إتجاf . وشكل جدول تغیراتھا

إشارة  f x  من إشارة g x  لأنھ  20; , 0x x    
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متناقصة تماما على المجال  fالدالة  0; 

 جدول التغیرات :

 

 

 

 

 

بین أن المستقیم  أ) )4   الذي معادلتھy x e    مقارب مائل للمنحنى fC .

لدینا     2lnlim lim 0
x x

xf x x e
x 

         ومنھ   الذي معادلتھy x e    مقارب مائل للمنحنى

 fC  بجوار . 

أدرس وضعیة المنحنى  )ب fC  بالنسبة إلى المستقیم  .

یكفي دراسة إشارة الفرق    f x x e    أي
2ln x

x
  

إشارة 
2ln x

x
  2من إشارةln x  0لأنx   

 

 

 

 

بین أن المنحنى  )5 fC وحیدا اسا یقبل مم T  یوازي المستقیم  . ثم جد معادلة لھ ،

یكفي حل المعادلة   1f x   

 
2

2
2 2ln1 1x xf x
x

         2نجد 2ln 0x    ومنھx e 

ومنھ  fC وحیدا اسا یقبل مم T  یوازي المستقیم   : حیث      :T y f e x e f e   
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-  

  

-  

                             1                         0 x 

-  + 2ln x 

 fCتحت     fC فوق   لوضعیةا 

 النسبیة

 f x  

x  0    

 f x  

x  0    

 f x  
  

  

 تقاطع
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ومنھ   2:T y x e
e

    

ین أن ب )6 fC  یقطع حامل محور الفواصل في نقطة وحیدة فاصلتھا  2حیث 2,1  .

یكفي أن نبین أن المعادلة   0f x   تقبل حلا وحیدا  2حیث 2,1   

مستمرة ورتیبة تماما على المجال  fالدالة  0;  وبالأخص على المجال 2;2,1 : ولدینا 

   2 2,1 0,025 ( 0,08) 0f f      إذن حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة ،  0f x   تقبل حلا
2حیث  وحیدا  2,1   ومنھ fC  یقطع حامل محور الفواصل في نقطة وحیدة فاصلتھا  حیث

2 2,1  .

رسم كلا من أ )7   ، T  و fC .

عدد حلول المعادلة :  mاقش بیانیا وحسب قیم الوسیط الحقیقي ن )8   2lnx e m x  .

0xالمعادلة معرفة من أجل   : ولدینا 

   
 

2 2ln 2ln 2ln
ln

x x x
x e m x e m m e x e m e x e

x x x
h x x m

                 

   
 

بـ :  *ھي الدالة المعرفة على  hحیث   2ln x
h x x e

x
   

0xمن أجل    :   2ln xh x x e f x
x

     

لدینا و    2ln 2ln
2

x x
h x h x x e x e e

x x


           لأنx x   ومنھ منحنى الدالةh  

ناظر بالنسبة إلى النقطة مت 0;e  ویطابق fC  0من أجلx  . 
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مع المستقیم  hالمناقشة مناقشة بیانیة وسیطیة مائلة وتؤول إلى دراسة عدد نقط تقاطع منحنى الدالة 

  :md y x m    والذي یوازي كلا من  ،  T  و T   حیث  2:T y x e
e

      نظیر T 

 ومنھ : بالنسبة إلى النقطة 
m;2من أجل  e

e
     

المعادلة تقبل حلا وحیدا  

2mمن أجل  e
e

  مضاعفا وحلا بسیطا  المعادلة تقبل حلا 

2من أجل  ;m e e
e

    
 حلول  3 المعادلة تقبل 

mمن أجل  e حلین متمایزین  المعادلة تقبل 
m;2من أجل  e e

e
    

 حلول 3 المعادلة تقبل 

2mمن أجل  e
e

  مضاعفا وحلا بسیطا المعادلة تقبل حلا 

2من أجل  ;m e
e

     
  المعادلة تقبل حلا وحید 
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